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$p\geq 5$ - $\mathbb{Q}$
$\overline{\mathbb{Q}}$



















$\mathcal{T}\cong \mathcal{R}^{\oplus d}\wedge \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{\mathbb{Q}}/\mathbb{Q})$ $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{G}\mathrm{r}}(\mathbb{Q}, \mathcal{T}\otimes \mathcal{R}\mathcal{R}^{\vee})$




2 $f$ Kato elements
.
2. 2- n
notation . 2 $\Gamma_{\mathrm{c}},$ $\Gamma_{\mathrm{d}}$
2 pro-p . $\Gamma_{\mathrm{c}}$ $\mathbb{Z}_{p}$- $\mathbb{Q}_{\infty}/\mathbb{Q}$ $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}_{\infty}/\mathbb{Q})$
. $\Gamma_{\mathrm{d}}$ $=-$ . . . $arrow \mathrm{Y}_{1}(p^{t+1})/\mathbb{Q}arrow$
$Y_{1}(p^{t})_{/\mathbb{Q}}arrow\cdots$ diamond $p$-Sylow .
$=$ $(p^{t})$ $E$ $E$ $p^{t}$-torsion point $(E, e)$
. $(p^{t})$ diamond $\langle a\rangle$ $(E, e)$





$\frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }$ tF .
2 $\Gamma_{\mathrm{c}}$ $\Gamma_{\mathrm{d}}$ $\kappa_{\mathrm{c}}$ : $\Gamma_{\mathrm{c}^{arrow^{\sim}}}1+p\mathbb{Z}_{p},$ $\kappa_{\mathrm{d}}$ : $\Gamma_{\mathrm{d}}arrow 1\sim+p\mathbb{Z}_{p}$
.
2.1. $\kappa_{\mathrm{c}}$ : $\Gamma_{\mathrm{c}}arrow\sim 1+p\mathbb{Z}_{p}\mathrm{C}arrow\overline{\mathbb{Q}}_{p}^{\mathrm{x}}$ (resp. $\kappa_{\mathrm{d}}$ : $\Gamma_{\mathrm{d}}arrow\sim 1+p\mathbb{Z}_{p}\mapsto\overline{\mathbb{Q}}_{p}^{\mathrm{x}}$ )
$\kappa_{\mathrm{c}}$ (resp. $\kappa_{\mathrm{d}}$) . $\eta$ : $\Gamma_{\mathrm{c}}arrow\overline{\mathbb{Q}}_{p}^{\mathrm{x}}$ (resp.
$\eta’$ : $\Gamma_{\mathrm{d}}arrow\overline{\mathbb{Q}}_{p}^{\mathrm{X}}$ ) , $w(\eta)$ (resp. $w(\eta’)$ ) $\Gamma_{\mathrm{c}}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}. \Gamma_{\mathrm{d}})$
$\chi$ (resp. $\chi’$ ) $\eta$ (resp. $\eta’$) $\eta=\kappa_{\mathrm{c}}^{w(\eta)}x$ (resp. $\eta’=\kappa_{\mathrm{d}}^{w(\eta’)}\chi$)’
. $w(\eta)$ (resp. $w(\eta’)$ ) $\eta$ (resp. $\eta’$)
.
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$f \in\sum_{n}a_{n}q^{n}\in s_{k}(\mathrm{r}1(Np), \psi;\mathbb{Q}_{p})$
$k\geq 2$ $Np$
. $f$ $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{e}[\mathrm{D}\mathrm{e}2]$
$T_{f}\cong \mathbb{Z}_{p}\oplus 20\rho f\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}_{\Sigma}N\mathrm{p}/\mathbb{Q})$ $l(Np$
$\mathrm{R}\circ \mathrm{b}_{l}$ $\mathrm{T}\mathrm{r}(\rho_{f}(\mathrm{R}\circ \mathrm{b}_{\mathrm{t}}))$ $a_{\iota}$ - .
3 :
2.2. 1. $f$ Fourier $a_{\mathrm{p}}$ .
2. $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ $T_{f}/pT_{f}\mathrm{o}^{\overline{\rho}}J\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}\Sigma_{N}\mathrm{p}/\mathbb{Q})$ .
3. $f$ $k\geq 2$ $Np$




2.3 (Hida, $[\mathrm{H}1],[\mathrm{H}2]$ ) . $f\in\ovalbox{\tt\small REJECT} a_{n}q^{n}\in S_{k}(\Gamma_{1}(Np), \psi;\mathbb{Q}_{p})$ 2.2
$k\geq 2$ $Np$ .
2 $\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}[[\Gamma_{\mathrm{d}}^{\Gamma}]]$ - $G_{\mathbb{Q}}$- $\wedge^{\mathrm{d}}\rho \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}_{\Sigma_{N}}/\mathrm{p}\mathbb{Q})$
:
1. $p_{\mathrm{d}}$ $Np$ .
2. $\kappa_{\mathrm{d}}^{k-2}$ $\otimes_{\mathcal{R}_{\mathrm{d}}}R_{\mathrm{d}}/(\gamma_{\mathrm{d}}-\kappa_{\mathrm{d}}^{k-2}(\gamma \mathrm{d}))$ $T_{f}$ .
3. $l-2$ $\eta’=\kappa_{\mathrm{C}}^{l2}-\chi’(l$ 2 , $\chi’$ $\Gamma_{\mathrm{d}}$
) . $l$ $Np$
$f_{\eta’}\in S_{\mathrm{t}}(\Gamma_{1}(Np)s(\psi\chi’\omega^{k}-\iota), \psi\chi\omega-\iota)\prime k$ $\otimes_{\mathcal{R}_{\mathrm{d}}}\mathcal{R}_{\mathrm{d}}/(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{S}_{\mathrm{P}_{\eta}\prime}))$
$f_{\eta’}$ $T_{f_{\eta’}}$ . $s(\psi\chi’\omega-)kl$ $\psi_{x’}\omega^{kl}-$
$p$-order .
$G_{\mathbb{Q}}$ -\mbox{\boldmath $\kappa$} $G_{\mathbb{Q}}arrow\Gamma_{\mathrm{c}}\mapsto \mathbb{Z}_{p}[[\Gamma_{\mathrm{c}}11^{\mathrm{x}}$ ( 2
tautological ) . $\mathbb{Z}_{P}[[\Gamma_{\mathrm{c}}]]$ 1 $\mathcal{T}_{\mathrm{c}}$ $G_{\mathbb{Q}}\text{ }$
$\sim\kappa_{\mathrm{c}}$ . 2
$\mathcal{T}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ formal tensor product $\mathcal{T}_{\mathrm{c}}\otimes_{\mathbb{Z}_{p}}\mathcal{T}_{\mathrm{d}}\wedge$ . 2
$\mathbb{Z}_{1},[[\mathrm{r}_{\mathrm{C}}\cross\Gamma_{\mathrm{d}}]]$ $\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ , $\mathcal{T}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ $\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ 2 .
23 2 $\mathcal{T}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ $T_{f}$ . 23 3
$\mathcal{T}_{\mathrm{c},\mathfrak{c}\mathrm{l}}$
$\Gamma_{\mathrm{c}}$ $\Gamma_{\mathrm{d}}$ $(\eta, \eta’)$ classical






Mazur-Wiles (see [Wi] Theorem 222) $p$ $D_{p}$
:
$0arrow \mathrm{F}^{+}\mathcal{T}_{\mathrm{d}}arrow \mathcal{T}_{\mathrm{d}}arrow \mathcal{T}_{\mathrm{d}}/\mathrm{F}^{+}\mathcal{T}_{\mathrm{d}}arrow 0$
:
1. $\mathrm{F}^{+}\mathcal{T}_{\mathrm{d}}$ /F+\tau $\mathbb{Z}_{P}[[\Gamma_{\mathrm{d}}||$ .
2. $\mathrm{F}^{+}\mathcal{T}_{\mathrm{d}}$ $D_{p}$- , $p$ $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{p}$
$\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{F}^{+}\tau \mathrm{d})\cong \mathbb{Z}_{p}[[\Gamma \mathrm{d}]]\mathrm{x}$ $A_{p}\in \mathbb{Z}_{p}[[\Gamma_{\mathrm{d}}]]^{\cross}$ $w(\eta’)\geq 0\sigma)\mathrm{r}_{\mathrm{d}}$
$\eta’$ $f_{\eta^{\prime=}}$ $\sum a_{\eta’,n}q^{n}\sigma_{2p}$-Fourier $a_{\eta’,p}$ .
$0<n<\infty$
, 2 $\mathcal{T}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ Dp-
$\mathrm{F}^{+}\mathcal{T}_{\mathrm{C},\mathrm{d}}:=\tau_{\mathrm{c}^{\otimes}\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}}\wedge \mathrm{F}^{+}\mathcal{T}_{\mathrm{d}}$ .




$\mathbb{Q}$ $v$ $v$ . Greenberg
$\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{c}_{\mathrm{r}}}$ ( $\mathbb{Q}$ , ,d) :
$\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{G}}\mathrm{r}(\mathbb{Q}, A_{\mathrm{c},\mathrm{d}})=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H^{1}(\mathbb{Q}_{\Sigma}N\mathrm{p}/\mathbb{Q}, A_{\mathrm{C}},\mathrm{d})arrow l|N\oplus H^{1}(I_{\iota,A_{\mathrm{c}}},\mathrm{d})\oplus H^{1}(I_{\mathrm{p}}, A_{\mathrm{c}},\mathrm{d}/\mathrm{F}A_{\mathrm{c},\mathrm{d}})]$ .
$\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{G}_{\Gamma}}(\mathbb{Q}, A_{\mathrm{c}},\mathrm{d})$ Pontrjagin $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{c}_{\mathrm{r}}}(\mathbb{Q}, A\mathrm{c},\mathrm{d})^{\vee}$ $\mathbb{Z}_{P}[[\Gamma_{\mathrm{c}}$ xFdW
.
– , p- L- $\mathcal{L}_{p}(\mathcal{T}_{\mathrm{c},\mathrm{d}})$ Greenberg-Stevens, ,
([GS], [Ki] ) . $arrow\sim q)$ $\mathcal{L}_{p}(\mathcal{T}_{\mathrm{c}},\mathrm{d})\in \mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}[]\mathrm{h},$ $\Gamma_{\mathrm{c}},$ $\Gamma_{\mathrm{d}}$




interpolation property . , SP\eta \eta $\eta,$ $\eta’$
$\mathbb{Z}_{p}[[\mathrm{r}_{\mathrm{c}}, \mathrm{r}\mathrm{d}]]arrow\overline{\mathbb{Q}}_{p},$ $\gamma_{\mathrm{c}}\mapsto\eta(\gamma_{\mathrm{c}}),$ $\gamma_{\mathrm{d}}-\eta’(\gamma_{\mathrm{d}})$
$.\ovalbox{\tt\small REJECT} c_{p,(\eta)}^{+}\eta,’\in\overline{\mathbb{Q}}_{p}\wedge$ ,





(Greenbeg, [Gr2]). 1. Pontrjagin $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{G}}\mathrm{r}(\mathbb{Q}, A_{\mathrm{c},\mathrm{d}})^{\vee}$
[ torsion R ,d-xQ .
2. $\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ 1 $\mathfrak{p}\in \mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ ,
$\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(\mathcal{L}_{p}(\mathcal{T}_{\mathrm{C}},\mathrm{d}))=1\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{t}\mathrm{h}_{(}\mathcal{R}_{\mathrm{c}.\mathrm{d}})\mathfrak{p}\mathrm{e}\mathrm{s}1^{\mathrm{c}}\mathrm{r}(\mathbb{Q}, A_{\mathrm{c}},\mathrm{d})^{\vee}\otimes_{\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}}(\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}})_{\mathfrak{p}}$ .
4.1. $(\mathrm{S}\mathrm{L}_{d})$ .
$(.\mathrm{S}\mathrm{L}_{rl}.)\rho_{d}$ :. $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}_{\Sigma_{N}}/p\mathbb{Q})arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tau_{\mathrm{d}})\cong GL_{2}(\mathbb{Z}[p[\Gamma \mathrm{d}]])$ $SL_{2}(\mathbb{Z}_{P}[[\mathrm{r}_{\mathrm{d}}||)$
.
.
(1) Pontrjagin $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{G}\mathrm{r}(\mathbb{Q}, A_{\mathrm{c},\mathrm{d}})\mathrm{v}$ torsion $\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}^{-)\text{ }}}$] $\mathfrak{o}$ .
(2) $\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ 1 $\mathfrak{p}\in \mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ ,
$\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(c_{P}(\tau \mathrm{c},\mathrm{d}))\geq 1\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{S}\mathcal{R}_{\mathrm{c}},\mathrm{d})\mathfrak{p}$ (( $\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{G}\mathrm{r}\mathbb{Q}$, ,d)\vee \otimes Rc,d $(R_{\mathrm{c},\mathrm{d}})_{\mathfrak{p}}$ .
Remark 42. $(\mathrm{S}\mathrm{L}_{d})$ [MW] Boston
Appendix .
- $(\mathrm{S}\mathrm{L}_{d})$ .
1. bound ( A)









1 $\leq j\leq k-1$ $(j, k)$ .
$.s,$ $t\geq 0$ $\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ 2 $\Phi_{s,t}^{(j,k}$ ) $\subset \mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ $\Phi_{s,t}^{(j,k}$) $=$
$(\gamma_{\mathrm{c}\mathrm{c}}^{p^{s}jp^{s}}-\kappa(\gamma \mathrm{c}), \gamma_{\mathrm{d}}^{p}-\kappa_{\mathrm{d}}^{(k}-2)p^{t}(\gamma \mathrm{d}))t$ . $A_{S,t}^{(j,k)},n$ d $[\Phi_{s,t}^{(j,)}k,p^{n}]$
. , Bloch-Kato $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{B}}\mathrm{K}(\mathbb{Q}, A_{S}(j,i,n))k$
$\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{B}}\mathrm{K}(\mathbb{Q}, A_{S}(j,’ k)t,n)$
$= \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H^{1}(\mathbb{Q}_{\Sigma_{N}}/\mathrm{p}\mathbb{Q}, A^{(j}S,t’,nk))arrow\bigoplus_{l|N}\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{l},A_{s,i,)}^{(}jk)n}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}\iota,A(ji^{k)}\mathit{8},n)},\oplus\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{p},A_{s,t.n}(j,k))}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p},A_{s,t,n}(j,k))}]$.
. $v$ $H_{f}^{1}(Q_{v}, A^{(j}s,t’,n)k)\subset H^{1}(Qv’ A^{(}s,i_{n},)jk)$ $\mathrm{B}1_{\mathrm{o}\mathrm{C}}\mathrm{h}_{-\mathrm{K}},\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}[\mathrm{B}\mathrm{K}]$
finite part . $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{B}}\mathrm{K}(\mathbb{Q}, A\mathrm{Y}_{n}^{k},))$
$\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{B}\mathrm{K}}.$ ($(j,\kappa)\mathbb{Q}$ , ,d) $:=\underline{1\mathrm{i}\mathrm{m}}_{s},,t,n\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{B}}\mathrm{K}(\mathbb{Q}, A^{(j}\theta,t’,nk))$ . Flach
[F1] :
5.1. (1) $1\leq j\leq k-1$ $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{B}\mathrm{K}}((j,k)\mathbb{Q},$ $A\mathrm{c},\mathrm{d})$ $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{G}}\mathrm{r}(\mathbb{Q}, A_{\mathrm{c},\mathrm{d}})$
.
(2) $j\neq k-1$ $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{B}\mathrm{K}}((j,k)\mathbb{Q},$ $A\mathrm{c},\mathrm{d})$ $\mathrm{s}_{\mathrm{e}}1^{\mathrm{G}\Gamma}$ ( $\mathbb{Q}$ , ,d) – .
, $(j, k)$ 1
. $\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathcal{R}_{\mathrm{C}}},(\mathrm{d}\mathrm{C}\mathrm{d}\mathcal{R}\mathcal{T},,\mathrm{c},\mathrm{d})(1)$ $\Phi_{S}^{(j,k)}.t$
$\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{c},\mathfrak{c}1}\otimes_{\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}}\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}/\Phi_{s,t}^{(j}’ k)$ $\overline{\tau}_{S}^{(j,k)},t$ . $\Gamma_{\mathrm{c}}$ (resp. $\Gamma_{\mathrm{d}}$ ) $\eta$ (resp. $\eta’$)
$\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}\otimes_{\mathcal{R}_{\text{ },\mathrm{d}},\mathrm{d}}\mathcal{R}_{\mathrm{c}}/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{S}_{\mathrm{P}\prime})\eta,\eta$ $\overline{T}_{\eta,\eta’}$ , $\overline{T}_{\eta,\eta’}\otimes_{\mathbb{Z}_{p}}\mathbb{Q}_{P}$ $\overline{V}_{\eta,\eta’}$ .
5.2. notation . $G_{\mathbb{Q}}arrow GL_{2}(\mathcal{T}_{\mathrm{d}}/\mathfrak{M}_{\mathrm{d}}\mathcal{T}_{\mathrm{d}})$
( d $\mathbb{Z}_{P}[[\Gamma \mathrm{d}]]$ ) . $1\leq j\leq k-1$
$(j, k)$ .
( )
$Z^{(j,k)}=\{z_{S,t}^{(j}’(k)r)\in H1(\mathbb{Q}(\zeta r),\overline{T}_{s}j(,’ k))t\}_{r,S,t}$
( $r$ $p$ squarefree $s,$ $t$ [ non-negative
) :
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1. $s,$ $t\geq 0$ squarefree $r$ , $z_{s,i(}^{(j)}kr$) $\in H^{1}.(\mathbb{Q}(\zeta r),\overline{\tau})s,t(j,k)$
$H^{1}(\mathbb{Q}(\zeta_{r})_{\Sigma_{p}}/\mathbb{Q}(\zeta_{r}),\overline{T})S,t\subset H^{1}(j,k)((\mathbb{Q}(\zeta r),\overline{\tau}_{s},)j,k)t$ .
2. non-negative $s,$ $t\geq 0$ , $q$ , squarefree $rq$ ,
:
Coro$(\zeta,q)/\mathbb{Q}(\zeta_{\mathrm{r}})(Zs(jk|i()rq))=qP^{(}j,k)(s,t\mathrm{O})\mathrm{R}\mathrm{b}(_{Z_{S}}q(j,k)(ir))$ ,
${}_{q}P_{s,t}^{(j,k)}(x)\in \mathbb{Z}_{p}[x]$ $\det(1-\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{q}x;(T_{St}^{(j,k},))^{I_{q}})$ .
3. $(s’, t’)\geq(s, t)$ $(s, t),$ $(s’, t’)$ . , :
$H^{1}(\mathbb{Q}(\zeta_{r}),\overline{\tau}s’,l(j,k,))arrow H^{1}(\mathbb{Q}(\zeta r),\overline{\tau}_{s},’)(jtk)$
is $z_{s,t}^{(j,)}(kr)$ $\mathcal{Z}_{st},,’((j,k)r)\in H^{1}(\mathbb{Q}(\zeta r),\overline{\tau}_{St}(j,|,k,))$ $z_{st}^{(j,)},,’(kr)$ .
4. $1\leq j\leq k-1$ $\Gamma_{\mathrm{c}}$ (resp. $\Gamma_{\mathrm{d}}$) $\eta=\kappa_{\mathrm{c}}^{j}\chi$ (resp.
$\eta’=\kappa_{\mathrm{d}^{-2}}^{k}\chi’)$ ,
$\exp^{*}(z_{\eta,\eta^{\prime())}}1/C_{p,(\eta}^{+},\mathfrak{p})p)=L_{(}(\mathcal{F}/\eta’, j, \chi\omega^{-j})/C_{\infty,(\mathfrak{p})}+\eta,\cdot\delta(\eta\eta’)+$,
. , $\exp^{*}$ : $\frac{H^{1}(\mathbb{Q}(\zeta_{r}),\overline{\tau}_{s}^{(},,)jtk)}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}(\zeta r),\overline{\tau})s}arrow \mathrm{F}\mathrm{i}1^{0}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}(\prime}\overline{V}$ )$\eta,\eta$ dual expo-
nential maP, $\delta_{(\eta’)}^{+}\eta$, $\mathrm{F}\mathrm{i}1^{0}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}(\overline{V}_{\eta},’)\eta \text{ }\overline{\mathbb{Q}}$ -structure base .
$\overline{\tau}_{S,t}^{(j,)}k/\overline{\tau}s,t(j,k)$ $\overline{\tau}_{\theta_{)}t}^{(j,k)},n$ .
5.3. $\frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }s,t,n^{\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{p},\overline{\tau}_{Sl}^{(},)j,k)n}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p},\overline{T}^{(}sjt,nk))}}’,’=\frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }s,t^{\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{pt}\overline{\tau}_{s},)(j,k)}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p’ t}\overline{\tau}_{S},)(j,k)}}$’ torsion-free
generi$c$ rank one Rc,d- .
Coleman .
5.4. $\uparrow\Phi\beta 8_{\frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }s,t^{z^{(}i^{k)}(}}S,j1$ ) $\in\frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }s,t^{\frac{H^{1}(\mathbb{Q}\mathrm{p})\overline{T})s,t(j,k)}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p’ t}\overline{\tau}_{S},)(j,k)}}$ non-zero .
A. notation , $(\mathrm{S}\mathrm{L}_{d})$ . $1\leq j\leq k-1$
$(j, k)$ . .
(1) $\text{ }$ Pontrjagin $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\mathrm{G}\mathrm{r}}(\mathbb{Q}, A_{\mathrm{c},\mathrm{d}})^{\vee}$ torsion Rc,d- .
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(2) $R_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ 1 $\mathfrak{p}\in \mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$ ,
$1\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{t}\mathrm{h}_{(\mathcal{R}\mathrm{d})_{\mathfrak{p}}\text{ }},\mathrm{s}\mathrm{e}1^{\mathrm{B}}(- i_{\backslash }\mathrm{K}k1(\mathbb{Q}, A\mathrm{c},\mathrm{d})^{\vee}\otimes_{\mathcal{R}_{\text{ }.\mathrm{d}}}(\mathcal{R}_{\mathrm{C}}.\mathrm{d})\mathfrak{v}$
.
Remark 5.5. $(j, k)$
. 5.1 twisting
.
$(j, k)$ . [O]
.
$s,$ $t,$ $n$ Cebotarev $r$
. , $s,$ $t,$ $n$ fix . $r’$ $pN$ .
global duality .
$H^{1}( \mathbb{Q}_{\Sigma_{p}}’/\Gamma \mathbb{Q}, \overline{\tau}_{s}^{(},’,)jtk)a_{\delta.t}n(r’)narrow^{1}\oplus\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{q},\overline{T}_{s,t}^{(})j,k)n}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{q},\overline{T}^{(},,)stj,k)n}q|r"\oplus\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{p},\overline{T}S,t,n)(j,k)}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p},\overline{T}S,t,n)(j,k)}$
$arrow \mathrm{S}\mathrm{e}1(\mathbb{Q}, A(S,t,nj,k))^{\vee}arrow \mathrm{S}\mathrm{e}1_{\Sigma_{p\prime}}J(\mathbb{Q}, A_{S,t,n}(j,k))^{\vee}arrow 0$.
( $s,$ $t,$ $n$ ) square-free $r$
, $\mathrm{S}\mathrm{e}1_{\Sigma}(\mathrm{p}\Gamma \mathbb{Q}, A^{(}ji^{k)}ns,,)^{\mathrm{v}}=0$ . , Kolyvagin derivative
, $r$ $r’|r$ $z_{\mathit{8}t}^{(j,k)},,n(r’)\in H^{1}(\mathbb{Q}(\zeta r^{\prime),,)}\overline{T}s,t(j,k)n$ $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}(\zeta r^{\prime)/\mathbb{Q}})-$
. $\kappa_{St},,((j,k)\prime H1\overline{T}jnr)\in(\mathbb{Q},\theta,t,n)(,k)$ $z_{St}^{(j,k)},,(nr’)$
. $r’=1$ $\kappa_{s,tn1}^{(j,)}(k1)$ $z_{s,i_{n}}^{(j)},k(1)$
6. $r’|r \}_{-}^{}\mathrm{x}:\text{ }-\mathrm{c}o(r’)S,t,n=.\bigoplus_{q1r},\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{q},\overline{\tau}_{St,n}^{(j}k))}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{q’ St,n}\overline{T})(j’ k)},’,\oplus\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{pt}\overline{\tau}_{s}^{(},,)j,k)\ovalbox{\tt\small REJECT}}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p}\overline{T}_{s}(j,\kappa\prime))}$, .
Global duality theorem , .
1. $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(as,t,n(r))$ $\mathrm{S}\mathrm{e}1(\mathbb{Q}, A_{S}(j,’ kt,n))^{}$
2. $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(as,t,n(r))$ t $C(r)_{S},t,n/\langle a_{S},t,n(r)(\kappa^{(},,(stj,k)nr))\rangle$ .
$C(1)_{St},,n/\langle a_{S},t,n(1)(\kappa_{s},’,((jtk)n1))\rangle$ $\mathrm{S}\mathrm{e}1(\mathbb{Q}, A_{\theta}(j,’ k))t,n\mathrm{v}$





6.1. 1 $\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$- $\mathrm{D}(\mathrm{F}^{+}\tau_{\mathrm{c},\mathrm{d}})$ $\mathbb{Z}_{p}[[\Gamma_{\mathrm{C}}]]\otimes\wedge \mathrm{z}_{p}(\hat{\mathbb{Z}}11\mathrm{r}_{\otimes \mathbb{Z}_{\mathrm{p}}}^{\wedge}\mathrm{F}+\mathcal{T}\mathrm{d})pc_{\mathrm{Q}_{p}}$
. $\otimes_{\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}}\wedge$ $\mathbb{Z}_{P}$ formal tensor product . 1
$\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$- $\mathrm{D}(\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}/\mathrm{F}^{+}\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{c},\mathrm{d}})$ $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathcal{R}_{\text{ },\mathrm{d}}}(\mathrm{D}(\mathrm{F}+\mathcal{T}\mathrm{c},\mathrm{d}),$ $\mathrm{D}(\mathbb{Z}_{p}(1))\otimes_{\mathbb{Z}_{p}}\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}})$ .
$\mathrm{D}(\mathbb{Z}_{P}(1))$ $\mathrm{D}_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}(\mathbb{Q}_{p}(1))$ canonical lattice .
62. $1\leq w(\eta)\leq w(\eta’)+1$ $\Gamma_{\mathrm{c}}$ (resp. $\Gamma_{\mathrm{d}}$ ) $\eta$ (resp.
$\eta’)$ :
$(\mathrm{D}(\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{C},\mathrm{d}}/\mathrm{F}^{+}\overline{\tau}_{\mathrm{C},\mathrm{d}})/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{s}_{\mathrm{P}_{\eta,\eta}}’)\mathrm{D}(\overline{\mathcal{T}}\mathrm{C},\mathrm{d}/\mathrm{F}^{+}\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{C}},\mathrm{d}))\otimes_{\mathbb{Z}_{p}}\mathbb{Q}_{p^{arrow}\mathrm{d}}\mathrm{F}\mathrm{i}1\mathrm{D}\mathrm{R}\sim 0(\overline{V}\eta,\eta^{\prime)}$.
B. notation . $G_{\mathbb{Q}}arrow GL_{2}(\mathcal{T}_{\mathrm{d}}/\mathfrak{M}_{\mathrm{d}}\mathcal{T}_{\mathrm{d}})$
$\mathrm{D}(\overline{\mathcal{T}}_{\text{ },\mathrm{d}}/\mathrm{F}^{+}\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{c},\mathrm{d}})$ 1 Rc,d-
. $1\leq j\leq k-1$ $(j, k)$ . ,
$\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}$- :
$\overline{\Omega}^{(j,k)}$ : $\frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }s,t^{\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{pt}\overline{\tau}_{S},)(j,k)}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p}’\overline{T})S(j,k)t}},,arrow \mathrm{D}(\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}/\mathrm{F}^{+}\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{C},\mathrm{d}})$
:
1. $\overline{\Omega}^{(j,k)}$ , $\overline{\Omega}^{(j,k)}\otimes_{\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}(\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}})$ .











$\overline{E}_{\eta,\eta’}$ : $\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{p},\overline{V}_{\eta},\eta^{\prime)}}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p},\overline{V}_{\eta,\eta},)}arrow \mathrm{F}\mathrm{i}1^{0}\mathrm{D}_{\mathrm{d}\mathrm{R}}(\overline{V}_{\eta},’)\eta$ $\mathbb{Q}_{p}$ - :
$x \mapsto(j-1)!G(\chi^{-}1\omega^{j}, \zeta(\chi\omega-j))P^{\theta}(\frac{a_{\eta’,p}}{\dot{\Psi}^{-1}})^{-s(\omega^{-j}}\chi)$
$\cross(1-f\frac{\chi\omega^{-j}(p)a_{\eta’,p}}{\dot{fl}^{-1}})(1-\frac{\chi\omega^{-j}(p)a\eta’,P}{p^{;}})-1\exp^{*}(_{X)}$
$(G(x^{-1}\omega^{j}, \zeta s(x\omega-pj_{)})$ ).
3 $\mathcal{T}_{\mathrm{d}}$ Mazur-Wiles
$\mathrm{B}$ :
6.3. notation . $G_{\mathbb{Q}}arrow GL_{2}(\mathcal{T}_{\mathrm{d}}/\mathfrak{M}_{\mathrm{d}}\mathcal{T}_{\mathrm{d}})$
. $1\leq j\leq k-1$ $(j, k)$
. , Rc,d :
$\overline{\Omega}_{+}^{(j,k)}$ : $\frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }s,t^{\frac{H^{1}(\mathbb{Q}_{p},\overline{\tau}_{S_{1}t}^{(}/\mathrm{F}j,k)+\overline{\tau})S_{1}(j,k)t}{H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p},\overline{\tau}^{(j}/s,t+\mathrm{F}\overline{\tau}_{S_{1}})k)(j,k)t}},arrow \mathrm{D}(\overline{\tau}_{\mathrm{c},\mathrm{d}}/\mathrm{F}+\overline{\mathcal{T}}_{\mathrm{C},\mathrm{d}})$
:
1. $\overline{\mathrm{t}1}_{+}^{(}j,k$ ) , $\overline{\Omega}_{+,\mathrm{d}}^{(j,k)_{\otimes_{\mathcal{R}_{\mathrm{C}}}}}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{C}(\mathcal{R}_{\mathrm{c},\mathrm{d}})$ .
2. $\Gamma_{\mathrm{c}}$ (resp. $\Gamma_{\mathrm{d}}$ ) $\eta=\kappa^{j}\chi \mathrm{c}$ (resp. $\eta’=\kappa_{\mathrm{d}^{-2}}^{k}\chi’$ )
:

































$\overline{\Omega}_{+}^{(j,k)}\circ \mathrm{t}^{(}j,k$) , $\mathrm{B}$
.
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